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Resumen

El objetivo de este trabajo es presentar un
nuevo modelo general de aprendizaje hebbiano
para redes recurrentes discretas y dar una in-
terpretacién a la funcién de energia resultante
cuando el nimero de patrones basicos sobrepa-
sa la capacidad de la red. En este sentido, el
modelo aqui presentado sostiene que aunque
la capacidad de la red debe ser interpretada
como una limitacion de la red para aprender
patrones individuales, cuando se sobrepasa di-
cha capacidad, la red tiende o identificar pa-
trones similares formando grupos en torno a
representantes tipicos. Asi, lo que en realidad
se produce es el aprendizaje no supervisado
de clases de patrones. De esta forma median-
te la generalizaciéon del aprendizaje hebbiano
aqui mostrado, pueden aprenderse grupos de
patrones (conceptos) en lugar de patrones in-
dividuales y esto ocurre generalmente cuando
se sobrepasa la capacidad de la red.

Nuestro modelo presenta dos grandes venta-
jas sobre los algoritmos de clasificacion tipicos:
no es necesario el ajuste de ningin pardme-
tro, e incluso el numero de clases de patrones
se aprende automaticamente, de forma que no
hace falta ningin tipo de conocimiento a prio-
i sobre el nimero de clases.

1. Introduccién

En 1949, Hebb [6], introdujo un método de
aprendizaje fisiologico basado en el refuerzo de

la interconexién entre neuronas. Lo explicaba
con las siguientes palabras:

Cuando el axon de la célula A es-
t4 suficientemente cerca como para
excitar a una célula, B, y repetida-
mente o persistentemente toma parte
en activarla, entonces tiene lugar al-
gtn proceso de crecimiento o cambio
metabolico, en una o ambas células,
de forma que la eficiencia de A, como
célula que activa a B, se ve incremen-
tada.

La redes recurrentes (como la bipolar de-
sarrollada por J. J. Hopfield en 1982 [7], o su
version analogica [8]), utilizan este tipo de mé-
todo de aprendizaje y permiten recuperar pa-
trones en funcién de su similitud, pero tienen
el problema de su baja capacidad.

El parametro de capacidad « se define nor-
malmente como el cociente entre el maximo
nimero de patrones que se necesita memori-
zar en la red y el nimero de neuronas que se
deben usar para obtener una probabilidad de
error aceptable (generalmente perror = 0,05)
a la hora de recuperarlos. Se ha determinado
que para el modelo bipolar de Hopfield (mo-
delo BH) esta constante tiene un valor aproxi-
mado de a = 0,15.

Este valor significa que, para memorizar K
patrones, seran necesarias mas de % neuronas
para conseguir una probabilidad de error infe-
rior o igual a perror. Equivalentemente, si la
red esta formada por N neuronas, el nimero
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maximo de patrones que puede memorizar la
red (considerando la restriccion ya impuesta
sobre el error cometido), es K < aN.

Recientemente, en [13] se usa una red re-
currente para evitar la aparicién de patrones
espireos, mediante el uso de patrones aumen-
tados (un método valido también para la red
de Hopfield). De esta forma, los patrones se
recuperan de forma correcta si estan lo sufi-
cientemente separados.

Este trabajo nos muestra que, cuando se so-
brepasa la capacidad de la red, o si los patrones
estan muy proéximos entre si, los minimos de
la funcién de energia tienden a solaparse, esto
es, varios patrones fundamentales forman un
tnico minimo local. Este hecho, que se pue-
de considerar como una limitacién de la red
como memoria asociativa, puede explicar por
otra parte la forma en la que el cerebro huma-
no forma conceptos: se asocian varios patrones
similares a un representante tipico comtn (pa-
recido a la cuantificaciéon vectorial), sin hacer
distincién entre sus caracteristicas particula-
res.

Obviamente, se necesitan suficientes mues-
tras para generalizar y no distinguir sus carac-
teristicas diferenciales. Si existen pocas mues-
tras de alguna clase, la red sera todavia capaz
de recuperarlas de forma individual, es decir,
funcionando como una memoria asociativa.

2. Extensiones del modelo de Hop-
field y modelos multivaluados

En la literatura, se han propuesto diversas va-
riantes al modelo estandar de Hopfield. Por
ejemplo, G. Galan propuso el modelo OCHOM
(ver [2, 3, 4]), consistente en N X L neuronas
binarias dispuestas en una malla rectangular.
En cada iteracién, sélo una neurona por fila
puede estar en el estado 1, siendo esta la que
alcance el maximo potencial. De esta forma,
existe un mecanismo de competicion entre las
neuronas de la misma fila a la hora de activar-
se.

Asimismo, se ha desarrollado algunas poten-
tes generalizaciones del modelo binario a neu-
ronas discretas, donde las posibles salidas de
las neuronas pertenecen a un conjunto discreto
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de valores. Basicamente, hay cuatro modelos
de neuronas multivaluadas tipo Hopfield:

e Neurona Q-Ising [20], donde el estado
de una neurona viene representado por un
nimero real. La energia de interaccién en-
tre dos neuronas viene expresada como
una funcién del producto de estos esca-
lares:

E= —% ‘ Zwi,j‘/i‘/j +ZH¢Vz‘
i j i

pero ahora los productos V;V; pueden to-
mar valores diferentes de 1 y -1, como
ocurria en el BH.

e Neurona Phasor [18, 9], donde los posi-
bles estados de cada neurona son las rai-
ces complejas de la unidad. La interaccion
entre dos neuronas se escribe en términos
de las partes reales del producto de es-
tos nimeros complejos. Asi, la funcién de
energia es:

1
E =53 wiRe(ViV;)
J

k3

e Neurona de Potts: El estado (salida)
de una neurona viene dado por un vector
n-dimensional (ver [5, 21]) y la energia de
interaccion entre dos neuronas es una fun-
cién del producto escalar de los vectores
que representan sus estados:

E= —%Zzwiﬂ%:vﬁ
B

e Neurona discreta: Los modelos MA-
REN y SOAR utilizan un tipo de neuro-
na cuyo estado es un entero del conjun-
to {1,2,...,N} (ver [1, 19]) y la interac-
ci6n entre neuronas viene expresada por
la funcién signo. Por tanto, la funcién de
energia es:

1
E=—-
2

k3

w jsign(Vi — Vj)
i

En este caso, la dindamica de la red sélo
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permite transiciones a estados de menor
energia, y si una neurona tiene salida %
en el instante ¢, s6lo podra tomar uno de
los estados k — 1, k 0 k+ 1, en el instante
t+1.

Algunos de estos tipos de neuronas multi-
valuadas se han usado como memoria auto-
asociativa (]9, 10, 22, 1]), pero utilizan una
representacién muy compleja, y no usan apro-
piadamente la informaciéon multivaluada. En
este sentido, los resultados obtenidos son si-
milares a los de modelos estandar que utilizan
neuronas mas simples. El modelo MAREN fue
propuesto por Erdem y Ozturk [1]) y se usa
como memoria asociativa y para resolver pro-
blemas de optimizacién combinatoria. El mo-
delo SOAR fue propuesto por Ozturk y Abut
[19], como extension al modelo MAREN, con
el objetivo de realizar clasificacién de imége-
nes.

El modelo de memoria que se expone en este
articulo se basa en el modelo neuronal MREM
[15, 16], inspirado en la red bipolar de Hop-
field. Las neuronas son multivaluadas, y sus
salidas son elementos de un conjunto finito
M = {mi,ma,...,mr}, que puede ser numé-
rico o cualitativo. La interaccién entre neuro-
nas viene expresada por una funcién real de
sus salidas (funcion de similitud), y la dindmi-
ca de la red esta caracterizada por su funcion
de energia.

Como se menciona en [15, 16], la introduc-
cion de esta funcién de similitud proporciona a
la red de un amplio rango de posibilidades a la
hora de representar diferentes problemas. Asi,
utiliza una representaciéon mejor que la de SO-
AR y MAREN, puesto que en esos modelos,
la mayor parte de la informacién obtenida por
la representacion multivaluada se pierde con
el uso de la funcién signo, que sélo produce
valores en {—1,0,1}. Otras redes multivalua-
das presentan problemas similares ya que la
interacciéon entre neuronas se expresa por un
nimero perteneciente a un conjunto de bajo
cardinal (normalmente {—1,1} o {0,1}) y no
se aprovecha de la representaciéon multivalua-
da.

La gran flexibilidad del modelo MREM per-
mite ademds una buena representaciéon para

la mayoria de los problemas de optimizaciéon
combinatoria ([12, 13, 14, 17, 11]) sin nece-
sidad de ajustar ningin pardmetro, al con-
trario que los deméas modelos. Esta flexibi-
lidad queda de manifiesto cuando se obser-
va que los cuatro tipos de neuronas mencio-
nadas arriba son instancias particulares de
MREM, como se demuestra en [15, 16], don-
de se analizan las posibilidades de MREM co-
mo memoria auto-asociativa, y un método pa-
ra guardar y recuperar un conjunto de patro-
nes mediante una generalizacién de la regla de
Hebb. Se pueden encontrar més aplicaciones
en [12, 13, 14, 15, 16].

3. El modelo MREM con dindmica

semiparalela

Sea H una red neuronal recurrente formada
por N neuronas, donde el estado de la neu-
rona i-ésima viene definido por su salida V;,
it €Z ={1,2,...,N} que puede tomar cual-
quier valor dentro de un conjunto finito M =
{m1i,m2,...,mr}. Este conjunto no tiene por
qué ser numeérico.

El estado de la red, en el instante ¢, se pue-
de expresar como un vector /N-dimensional,
V(t) = (Vi(t), Va(t), ...,V (t)) € MV,

Asociado a cada estado de la red, se define
una funcién de energia, dada por la siguiente
expresion

BV =3 3 S wis (Vi) + 3 6:(V0)

i€Z jET i€l
(1)

donde w;,; es el peso de la conexién desde la
neurona j-ésima a la ¢-ésima, f : M x M — R
se puede considerar como una medida de la
similitud entre las salidas de dos neuronas, ve-
rificando normalmente las condiciones de simi-
litud mencionadas en [15, 16]:

1. Para todo z € M, f(z,z) =c€R.

2. f es una funci6on simétrica: para todo

T,y €M, f(z,y) = f(y,2).
3. Six # y, entonces f(x,y) <c.

y 0; : M — R son las funciones de umbral.
Puesto que no usaremos los umbrales para
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la memoria auto-asociativa, consideraremos 6;
como la funcién constante igual a cero, para
todo i € 7.

En cada instante, la dindmica de la red nos
llevara a un estado de menor energia que el
actual.

Para este trabajo, hemos considerado tiem-
po discreto y dindmica semiparalela, en las que
una Gnica neurona es actualizada en cada ins-
tante t. El siguiente estado de la red sera aquel
que suponga el mayor descenso de la funcién
de energia si cambiamos la salida de una sola
neurona.

Consideremos por tanto un orden total en
M. El incremento de potencial cuando la neu-
rona a cambia su salida de V, al € M en el
instante ¢, es

Ua®) = 5 3 [0 (1 Vi(t)) + w3 FVi(0), D
(s (Va(t), V(1)) + -+, (Vi(8), Va(£))] -

~SualfL) = SO VO] (@)

Si f verifica las condiciones de similitud, se
obtiene el incremento de potencial reducido:

Usalt) = =AE = =3 3" [(was +wia)
(FVi@®), 1) = fVi®), Va@)]  (3)

Ademas, usamos la siguiente regla de actua-
lizacién para la salida de las neuronas:

l, si Ua,l(t) > Ub’k(t)
Vke MyYbel
en otro caso

Va(t+1) =
Vﬂ(t)7
(4)

En resumen, cada neurona evalia en para-
lelo el valor de un vector de potencial de longi-
tud L (relacionado con el decremento de ener-
gia que se produciria si adopta ese nuevo es-
tado), la tinica neurona que cambia su estado
actual es aquella que produce el méximo de-
cremento de la energia.

Se ha probado [12] que el modelo MREM,
con esta dindmica, siempre converge a un esta-
do minimal. Este resultado es particularmente
interesante cuando se trata con problemas de
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optimizaciéon combinatoria, campo en el que
la aplicacién de MREM ha sido muy fructifera
[12, 13, 14, 17, 11].

como memoria auto-

4. MREM

asociativa

Consideremos X = {Xy, : k € K}, un conjun-
to de patrones que queremos cargar en la red
neuronal. Entonces, para memorizar un patron
X = (z:), 1 =1,2,..., N, debemos modificar
las componentes de la matriz W para hacer
que el vector X sea el estado de la red con
energia minima.

Como se sefialaba en [15, 16], ya que la fun-
cion de energia viene dada por la expresion
(1), calculamos a?fj = —1f(Vi,V;) y modi-
ficamos las componéntes de la matriz W para
reducir la energia del estado V= )?, segtn la
regla:

oF «@
aawm = 5f($i7xj), (a>0)

Awi,j = —

En particular, para a = 2 (todos los a >
0 producen redes funcionalmente equivalentes,
ver [15, 16]), resulta:

Aw; ;= f(xi, ;) (5)

y, considerando que en un principio, W = 0, es
decir, todos los estados de la red tienen la mis-
ma energia, y realizando la suma sobre todos
los patrones, se obtiene la siguiente expresion:

Wi = Z (@i, Trj) (6)

keK

Esta expresiéon es una generalizacion del
postulado de aprendizaje de Hebb, ya que el
peso w; ; entre dos neuronas se incrementa en
relacién con su similitud.

Hay que senalar que, cuando se usan neuro-
nas bipolares y la funcién producto, f(z,y) =
zy, se obtiene la conocida regla de aprendizaje
de patrones de la red de Hopfield.

Para poder recuperar un patron, la red se
inicializa con la parte conocida del patrén. La
dindmica de la red convergerd a un estado es-
table (debido al decrecimiento de la funcion de
energia) que se corresponderé con un minimo
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de la funcion de energia y serad la respuesta
de la red. Normalmente, este estado estable se
encuentra proximo al inicial.

Pero, como se explica en [15, 16] en térmi-
nos de la similitud entre los vectores asocia-
dos a distintos estados, cuando la red bipo-
lar de Hopfield carga el patréon X, segin la
regla (5) con f(V;,V;) = V;Vj, se reduce tam-
bién la energia de otros estados, y se memoriza
también el estado opuesto. A los estados con
minimo local de energia, y no asociados con
ningin patrén de entrada, se les llama esta-
dos espireos, y la carga de estados espireos
generalmente se considera como un efecto no
deseable.

5. Coémo evitar patrones espiireos

En [15, 16] se presenta un ‘truco’ para evitar la
aparicién de estados espireos cuando se carga
en la red bipolar de Hopfield el patron X =

().

Definicién 5.1 Dado un estado V de la red,
y una funcidn de similitud f, se define su ma-
triz asociada (Gy;) como la matriz de orden
N X N cuyos elementos son G;; = f(Vs,V5).

Definicién 5.2 Ademds, se puede definir su
vector asociado (dV) como el vector de N*
componentes obtenido al expandir la matriz
Gy = (Giy) como vector é\? = (Gy), wveri-
ﬁcando Gj+N(i—1) = Gi,j.

Definicién 5.3 Supongamos que X =
(z1,22,...,2n) es un patron que debe car-
garse en la red y M = {mi,ma,...,mr}.
Llamamos patréon aumentado de X al

vector X = (z1,22,...,TN, M1, M2,..., ML)

de MNTL cuyas componentes son:

- xX;
o
mi;—N

Hay que notar que, para cargar patrones
aumentados en la red, s6lo son necesarias N
neuronas, ya que las dltimas L componentes
tienen un valor fijo. S6lo serad necesario consi-
derar el peso w;, ; asociado a estas componen-
tes.

i< N
i>N

2 ~
Teorema 5.1 La funcién ¥ : X — G)?, que
hace corresponder a un patron aumentado su
vector asociado, es inyectiva.

Demostracién.
Sean X = (z1,%2,...,TN,M1,M2,...,ML) ¥
Y = (y1,¥2,---,YynN, m1,ma,...,mr) los vec-

tores aumentados correspondientes a X =
(z1,...,2n8) Y Y = (y1,...,yn) que verifican
¥(X) = ¥(Y), o equivalentemente C_j)} = C?};

Si consideramos las componentes (N + 1)-
ésima a (N 4+ L)-ésima de C_j)z, obtenemos
flzr,ma), flz,me), ... flz,meL).

Si zp = a para algin 1 < k < N, (con a
cualquier valor en M = {mi,ma,...,mr}),
entonces f(zk,a) = f(yr,a) =1 = yp =a =
Tk

Luego, para todo k (1 < k < N) se tiene

0

que x = Yi y por tant X=Y O

De esta forma, para cargar un patrén X con
x; € M = {mi,ma,...,mp}, podemos cargar

en la red su patréon aumentado X. El estado

X ser4 el tnico que maximice el decremento
de energia. Las nuevas L neuronas se pueden
considerar como ‘falsas’ o no implementadas,
ya que siempre mantienen el mismo valor.

6. Refuerzo del aprendizaje

En la expresion de la regla de aprendizaje (5),
generalizaciéon de la hebbiana, podemos obser-
var que en la actualizacion de la matriz de pe-
sos sélo interviene el patréon que se desea me-
morizar en dicho instante. Por tanto, es una
informaciéon muy ‘local’; sin tener en cuenta
las posibles relaciones que ese patréon tenga
con los ya almacenados. Es conveniente, pues,
introducir un mecanismo suplementario en la
fase de aprendizaje, de forma que en la actua-
lizacién de la matriz de pesos se haga patente
la informacién que nos proporciona el patron
en relacién a los demaés.

Consideremos que la funcién de similitud es
f(z,y) =204,y — 1, es decir, valdra 1 siz =y
y -1 en caso contrario. Supongamos que he-
mos memorizado en la red el patréon (aumenta-
do) X;. Tenemos por tanto la matriz de pesos
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W = (wj ;). Si ahora queremos cargar en la
red el patron )?2, aplicando la expresion antes
mencionada (5) obtenemos las componentes de
la matriz AW.

Si w;; y AW, ; tienen signo positivo (am-
bas valen 1), significa que X1; = Xi; y que
X2; = Xyj, lo cual indica la relacién que exis-
te entre Xli, le, Xo; y ij. Si ambos son de
signo negativo, ocurre algo parecido, pero con
desigualdades.

Por tanto, el hecho de que w; ; y AW; ; ten-
gan el mismo signo es sefial de una relacién que
se repite entre las componentes ¢ y j de los pa-
trones Xl y )?2. Para reforzar el aprendizaje
de esta relacién, multiplicamos las componen-
tes donde se verifique la igualdad de signo por
una constante, S > 1. Asi, la matriz de pesos
que aprende la red serd, después de cargar el
patron )_('2:

si Wi, 5 AWZ‘,J' <0
si (O AW@J‘ >0
(7)
Analogamente a este caso, si la red tiene al-
macenados una serie de patrones, mediante la
matriz W, y deseamos cargar en ella el patron
X , hemos de calcular AW y después aplicar la
nueva regla de aprendizaje (7).

W= w;; + AW, ;
v Blwi,; + AW 4]

7. Sobrecargando la red

Este trabajo trata de explicar lo que puede
ocurrir psicolégicamente en el cerebro huma-
no. Cuando se tiene que memorizar un nimero
reducido de patrones, el cerebro es capaz de
recordarlos todos cuando sea necesario. De la
misma forma, cuando no se sobrepasa la ca-
pacidad de la red, ésta es capaz de recuperar
exactamente los mismos patrones que fueron
cargados en ella. Pero cuando el cerebro reci-
be una gran cantidad de datos que reconocer,
es capaz de distinguir entre algunos grupos de
datos (de forma no supervisada). Este tipo de
comportamiento es también simulado por las
redes neuronales, como mostraremos a conti-
nuacién, probando el potencial (y la adecua-
cion) del modelo aqui propuesto.

Por tanto, consideramos que reglas de
aprendizaje como la de Hebb (o incluso la més
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general dada por la expresion (5) y también la
dada por (7)), donde la conexi6n entre neuro-
nas se ve reforzada por la similitud de sus sa-
lidas esperadas, puede producir clasificadores
que extraigan algin tipo de conocimiento de
los patrones de entrada, como el ntimero real
de grupos en los que los datos estan divididos.
Asi, se produce automéaticamente un agrupa-
miento no supervisado del espacio de datos de
entrada.

Si un patrén, digamos )?, va a ser cargado en
la red, mediante la regla (5), se crea un mini-
mo local de la funcién de energia E en V=X.
Si otro patrén X' est4 distante de )?, su carga
creara otro minimo local. Pero, si X y X' es-
tan cercanos uno al otro, los minimos locales
creados por la regla de aprendizaje se mezcla-
ran y solaparan, formando un dnico minimo
local en su lugar.

Por tanto, si se carga un grupo de patrones
en la red, sobrepasando su capacidad, y todos
se encuentran cerca unos de otros, solo se for-
mard un minimo local, y, en el momento de
recuperar estos datos, el Gnico patrén que se
recuperaré sera el que esté asociado al estado
de minima energia. De esta forma, los patro-
nes se podran clasificar atendiendo al estado
estable de la red al cual convergen.

8. Simulaciones

Para demostrar el hecho explicado en la sec-
cion anterior, hemos realizado diversas simu-
laciones cuyo objetivo es el de clasificar datos
discretos.

Por tanto, hemos considerado una red con
N = 40 neuronas que pueden tomar valores en
el conjunto M = {1,...,10}. Como parametro
de refuerzo del aprendizaje se ha usado el valor
8 =1.2.

Se han generado varios conjuntos de datos,
cada uno de ellos formado por K patrones ge-
nerados aleatoriamente alrededor de n centroi-
des, esto es, se han generado aleatoriamente
los n centroides y los patrones de entrada se
forman a partir de ellos mediante la introduc-
cion de ruido que modifica una componente
del mismo con probabilidad 0.0225. Por tanto
la distancia de Hamming entre los patrones de
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Cuadro 1: Resultados de clasificacion medios
en 10 ejecuciones del algoritmo para los para-
metros indicados donde napro, indica el nime-
ro de clases encontradas.

n=23 n=4
K | naproz Error (%)| naproz Error( %)
75 3.3 0.80 5.0 1.72
150 3.1 0.06 5.0 3.00
300 3.4 0.30 5.0 0.60
450 3.9 0.68 6.4 1.80
600 4.1 1.12 6.0 0.70
750 3.1 0.06 5.2 0.32

entrada y su centroide seguiran una binomial
B(40,0,0225). Los patrones estan igualmente
repartidos entre los n centroides.

Los resultados obtenidos se muestran en el
cuadro 1. Se puede observar cémo, no soélo el
error de clasificacion es bajo (del orden del
0.06 % al 3% de media, alcanzandose en la ma-
yoria de los casos el resultado 6ptimo, es de-
cir, 0 % de error), sino que ademaés esta técnica
consigue dar con el niimero exacto o aproxima-
do de grupos en los que esta realmente dividi-
do el conjunto de patrones en casi la totalidad
de las simulaciones realizadas. De hecho, esta
técnica es capaz en muchos casos de recuperar
los centroides iniciales, usados para generar los
datos, a partir de éstos.

9. Conclusiones

En este trabajo hemos presentado un nuevo
punto de vista, segin el cual la limitacién, en
la capacidad de memorizar patrones, de la red
recurrente no debe ser considerada como de-
terminante, sino que puede ser usada para el
proposito de clasificacion, no supervisada, de
patrones discretos.

Se ha desarrollado el modelo neuronal
MREM, generalizaciéon del modelo de Hopfield
discreto basado en neuronas multivaluadas,
como memoria auto-asociativa y se han pre-
sentado ciertos resultados que muestran téc-
nicas para que la red no incorpore patrones
espireos en la fase de aprendizaje, reduciendo
el nimero de minimos locales de la funcién de

energia que no estan asociados a ningin pa-
tron de entrada.

Mediante una ligera modificacién de la re-
gla de aprendizaje de Hebb, hemos dotado, a
esta primera fase del proceso, de un mecanis-
mo para reforzar el aprendizaje de las relacio-
nes que se encuentran entre distintos patrones,
incorporando asi conocimiento concerniente a
varios patrones simultaneamente.

Ademas, las simulaciones confirman la idea
expresada en este trabajo, llegando a resulta-
dos de clasificacién 6ptima en la mayoria de
los casos.

Este trabajo presenta una nueva linea de in-
vestigacion abierta, partiendo del hecho de que
es posible dar nuevas modificaciones de la regla
de aprendizaje que potencien otros aspectos de
las relaciones entre patrones.
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